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Experimental results on the physical and mechanical properties of asphalt concrete with the 
addition of a small amount of ash from the ash dump of the Kyzylorda heat and power plant to the 
composition of bitumen are presented. The experimental work was performed in the laboratory 
«Nanotechnology in building materials science» of The Korkyt Ata Kyzylorda State University. The 
properties of asphalt concrete - shear resistance, water resistance and strength. 

Key words: asphalt concrete, water resistance, ash TPP, bitumen, strength. 
 
 
 
УДК 624.195:539.3 

 
В.Н. Украинец1, С.Р. Гирнис2, Ж.О. Отарбаев3 

(1,2Павлодарский государственный университет, г. Павлодар, 
3Казахская академия транспорта и коммуникаций 

им. М. Тынышпаева, г. Алматы, Республика Казахстан) 
 

ВЛИЯНИЕ ПАРАМЕТРОВ ДВИЖУЩЕЙСЯ В ПОДКРЕПЛЕННОМ 
ТРЕХСЛОЙНОЙ ОБДЕЛКОЙ ТОННЕЛЕ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ НАГРУЗКИ 

НА НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОЕ СОСТОЯНИЕ 
ПОРОДНОГО МАССИВА 

 
Аннотация. На основе решения задачи о действии подвижной периодической нагруз-

ки на трехслойную круговую цилиндрическую оболочку в упругом полупространстве прове-
ден численный анализ влияния скорости и периода синусоидальной нагрузки, движущейся в 
подкрепленном трехслойной сталебетонной обделкой тоннеле мелкого заложения, на 
напряженно-деформированное состояние породного массива. Из анализа результатов рас-
четов следует, что с уменьшением скорости движения или периода нагрузки эффект ееди-
намического воздействия на массив снижается. 

Ключевые слова: тоннель, трехслойная оболочка, подвижная периодическая нагруз-
ка, напряженно-деформированное состояние. 

 
Экспериментальные исследования показывают, что при действии на тон-

нель движущихся в нем нагрузок возникают вибрации как в самом сооружении, 
так и в окружающем его породном массиве. Превышение уровнями вибраций 
допустимых норм может привести к потере несущей способности конструкций 
тоннеля или их непригодности для нормальной эксплуатации, а при его мелком 
заложении – к тем же последствиям для расположенных вблизи наземных со-
оружений. Следует заметить, что экспериментальные методы исследования 
вибрационных процессов, возникающих в тоннелях вследствие действия дви-
жущихся нагрузок, требуют значительных материальных затрат, а в некоторых 
случаях их проведение не представляется возможным. В связи с этим необхо-
димы эффективные методы динамических расчетов конструкций тоннелей, ос-
нованные на математических моделях с использованием современных пред-
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ставлений механики. На одном из таких методов и основываются представлен-
ные в данной работе исследования. 

1. Постановка задачи. Используя для исследований модельный подход, 
представим подкрепленный трехслойной обделкой тоннель мелкого заложения 
в виде бесконечно длинной круговой цилиндрической трехслойной оболочки в 
линейно-упругом, однородном и изотропном полупространстве (массиве), от-
несенному к неподвижным цилиндрической zr ,,  и декартовой zyx ,,  систе-
мам координат, ось z которых совпадает с осью оболочки и параллельна сво-
бодной от нагрузок горизонтальной границе полупространства (земной поверх-
ности), ось x – перпендикулярна к этой границе: hx   (рисунок 1). Внутренним 
слоем оболочки является толстостенная оболочка (заполнитель), а внешние 
слои (обшивка) представляют собой тонкостенные оболочки с радиусами сре-
динных поверхностей 1R , 2R  и толщинами 01h , 02h . В силу малости толщин со-
ставляющих обшивку слоев допускается, что они контактируют с заполнителем 
и окружающим массивом вдоль своих срединных поверхностей. Контакт между 
слоями оболочки полагается жестким, а контакт между оболочкой и массивом 
полагается либо жестким, либо скользящим при двусторонней связи в радиаль-
ном направлении. 

По внутренней поверхности оболочки в направлении ее оси z с постоянной 
скоростью c движется нагрузка интенсивностью P, вид которой не меняется с те-
чением времени (стационарная нагрузка). Скорость движения нагрузки прини-
мается дозвуковой, т.е. меньше скоростей распространения волн сдвига в запол-
нителе и массиве. Физико-механические свойства массива и заполнителя харак-
теризуются соответственно следующими постоянными: 1 , 1 , 1 ; 2 , 2 , 2 , 
где k  – коэффициент Пуассона, k  – модуль сдвига, k  – плотность (k = 1, 2). В 
дальнейшем индекс k = 1 относится к массиву, а k = 2 – к заполнителю.  

 

 
Рис. 1. Трехслойная оболочка в упругом полупространстве 
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Поскольку рассматривается установившийся процесс, то картина дефор-
маций стационарна по отношению к движущейся нагрузке. Поэтому можно пе-
рейти к связанной с нагрузкой подвижной декартовой ),,( ctzyx   или ци-
линдрической ),,( ctzr   системе координат.  

Для описания движения массива и заполнителя используются динамиче-
ские уравнения теории упругости в подвижной системе координат [1]  

 
  2,1,divgrad 222222   kMMM kkskkskpk uuu , (1) 
 
где skskpkpk ccMccM /,/   – числа Маха;   kkkpkc  2 , 

kkskc   – скорости распространения волн расширения-сжатия и сдвига в 
массиве и заполнителе, )21/(2 kkkk  ; uk – векторы смещений точек мас-
сива и заполнителя, 2  – оператор Лапласа.  

Колебания слоев обшивки описываются классическими уравнениями тео-
рии тонких оболочек в подвижной системе координат [1-3]  
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Здесь для наружного слоя обшивки k = 1, для внутреннего – k = 2; k0 , 

k0 , k0  – соответственно коэффициент Пуассона, модуль сдвига и плотность 
материалов слоев обшивки; ku 0 , ku 0 , rku0  – перемещения точек срединных 

поверхностей слоев обшивки; 
22 2 RrrjjRq


 , 

1
21 Rrrjjq


 , 

11 1 RrrjjRq


  – со-

ставляющие реакции заполнителя и массива, rj ,,  (при скользящем контак-
те оболочки с массивом 0

11
  RR qq ), 1rj , 2rj  – компоненты тензоров 
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напряжений в массиве и заполнителе,   ,2 jj Pq ,  ,jP  – составляющие 
интенсивности подвижной нагрузки  ,P , rj ,, . 

Так как граница полупространства свободна от нагрузок, то при x = h 
 0111  xxyxx  (3) 

 
При различных контактных условиях оболочки с массивом граничные 

условия имеют вид: 
- для скользящего контакта оболочки с массивом  
при r = R1 21 rr uu  , 102 jj uu  , 01  r , 01  r ,  
при r = R2 202 jj uu  ,  ,,rj ;  (4) 
- для жёсткого контакта оболочки с массивом  
при r = R1 21 jj uu  , 101 jj uu  , при r = R2 202 jj uu  ,  ,,rj ,  (5) 
где jku  – компоненты векторов uk, k = 1, 2. 
Векторы uk можно выразить через потенциалы Ламе [1, 4] 

    21321 ,,rotrotrotgrad   kkkkk eeu , (6) 
которые, как следует из (1) и (6), удовлетворяют уравнениям 

2,1,3,2,1,2222  kjM jkjkjk . (7) 
Здесь e  – орт оси  , pkk MM 1 , skkk MMM  32 .  
Через эти же потенциалы, используя (6) и закон Гука, можно выразить 

компоненты тензоров напряжений lmk  в массиве (k = 1) и заполнителе (k = 2) в 
цилиндрической   ,,, rml  системе координат, а также 1lm  в декартовой 
  ,,, yxml  системе координат.  

Таким образом, для определения компонент напряженно-дефор-
мированного состояния (НДС) массива и заполнителя необходимо решить 
уравнения (7), используя граничные условия (3) и, в зависимости от условия 
контакта оболочки с массивом, (4) или (5).  

2. Аналитическое решение задачи. Рассмотрим случай действия на обо-
лочку синусоидальной по   подвижной нагрузки с произвольной зависимостью 
от угловой координаты  

 

       ,,, 




 
n

in
n

i ePpepP  (8) 

 

      ,,,,,,  




 rjePpepP
n

in
njj

i
jj  

где константа   определяет период  /2T  действующей нагрузки. 
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В установившемся состоянии зависимость всех величин от   имеет вид 
(8), поэтому 

     2,1,3,2,1,,,,   kjerr i
jkjk  (9) 

 

   2,1,,,,, 00  




 krjeeuu i

n

in
njkjk  (10) 

 
Подставляя (9) в (7), получим 
 ,2,1,3,2,1,0222

2  kjm jkjkjk  (11) 

где   skkkpkkjkjk mmmmmMm  321
2/12 ,,1 , 2

2  – двумерный оператор 
Лапласа.  

Используя (9) можно получить выражения для перемещений lku  и напря-
жений lmk    ,,, rml  в массиве (k = 1) и заполнителе (k = 2), а также 1lu , 

1lm    ,,, yxml  в массиве как функции от jk . 
При дозвуковой скорости движения нагрузки 1skM , 0skm , k=1,2, и 

решения уравнений (11) можно представить в виде [1-4] 
 
 2,1,3,2,1,)2()1(  kjjkjkjk  (12) 
где: 
- для массива 
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- для заполнителя 
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2 . (14) 

Здесь )(),( rkKrkI jnjn  – соответственно модифицированные функции 
Бесселя и функции Макдональда,  11 jj mk ,  22 jj mk ;  ,jg , 91,..., nn aa  – 
неизвестные функции и коэффициенты, подлежащие определению, j = 1, 2, 3. 

Как показано в [3, 4], представление потенциалов для полупространства в 
форме (12) приводит к их следующим выражениям в декартовой системе коор-
динат: 
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где    3,2,1 ,, 11  jkfkf n
jjnj

2
j

2
j . 
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Воспользуемся граничными условиями (3), с учетом (15). Выделяя коэф-
фициенты при iye  и приравнивая, в силу произвольности y, их нулю, получим 
систему трех уравнений, из которой выражаем функции  ,jg  через неиз-
вестные коэффициенты 321 ,, nnn aaa : 
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Заметим, что *  – определитель Рэлея, который обращается в ноль при 
222

* RR M , или в двух точках 12  RR M , где RR ccM /  – число Ма-
ха, Rc  – скорость поверхностных волн Рэлея, которую условимся называть рэ-
леевской скоростью. Из последнего следует, что *  не обращается в ноль на 
действительной оси, если 1 RM  или Rсс  , то есть при дорэлеевских скоро-
стях движения нагрузки. В этом случае потенциалы (15) можно представить в 
виде 
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 (17) 

Следует отметить, что рэлеевская скорость Rc  несколько ниже скорости 
волн сдвига в массиве.  

С учетом (17) выражения для компонент НДС массива в декартовых ко-
ординатах при Rсс   примут вид 
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Используя известное при x < h соотношение [3, 4] 
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представим 1j  (12) в цилиндрической системе координат  
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Подставляя в последнее выражение из (16)  ,jg , для Rсс   получим 
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. 

С учетом (19) выражения для компонент НДС массива в цилиндрических 
координатах при Rсс   примут вид 
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Используя соотношения для 2j  (12) получаем формулы для вычислений 
компонент НДС заполнителя при Rсс   
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от условия сопряжения оболочки со средой, граничными условиями (4) или (5), 
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с учетом (8), (10), (20), (21), (23). Приравнивая коэффициенты рядов при ine , 
получим бесконечную систему (n=0,±1, ±2,…) линейных алгебраических урав-
нений, для решения которой можно использовать метод редукции или более 
удобный для решения поставленной задачи метод последовательных отражений 
[3], позволяющий при каждом последовательном отражении решать систему 
линейных уравнений блочно-диагонального вида с матрицами размером (99) и 
определителями  cn ,  вдоль главной диагонали. Данная система уравнений 
имеет единственное решение, если определители  cn ,  не равны нулю. После 
определения коэффициентов, компоненты НДС массива и заполнителя можно 
вычислить по формулам (20), (21). В случае произвольной периодической по   
нагрузки, разлагая ее в ряд Фурье, для каждой составляющей ряда получим 
вышерассмотренную задачу. 

Следует заметить, что, исключая из постановки задачи граничные усло-
вия (3) и исключая из (12) )2(

1j , получим решение аналогичной задачи для 
упругого пространства.  

3. Численные эксперименты. Используя полученное решение, исследуем 
влияние скорости c и периода T равномерно движущейся в подкрепленном трех-
слойной сталебетонной обделкой тоннеле мелкого заложения нормальной осе-
симметричной синусоидальной нагрузки PrP с амплитудой PA, оказывающей 
давление на внутреннюю поверхность обделки в окрестности начала подвижной 
системы координат (η=0), на НДС породного массива. Расчетные параметры об-
делки: обшивка – тонкостенные (h01=h02=0,01 м) стальные (01=02=0,3, 
01=02=8,081010 Па, 01=02=7,8103 кг/м3) оболочки (R1=1,0 м, R2=0,9 м); запол-
нитель – толстостенная бетонная (2=0,2, 2=1,211010 Па, 2=2,5103 кг/м3, 
cs2=2200 м/с) оболочка. Расчетные параметры породного массива: 1=0,28, 
1==4,69109 Па, 1=2,7103 кг/м3, cs1=1318 м/с, cR=1218 м/с (алевролит). Глуби-
на заложения тоннеля h=2R1. Контакт между слоями обделки, а также контакт 
между обделкой и массивом полагаем жестким.  

В таблицу 1 помещены результаты расчетов максимальных прогибов 
земной поверхности Axx Puu /  (η=y=0, x=h) при различных скоростях c и пе-
риодах T нагрузки.  

Из анализа результатов расчетов следует, что возрастание скорости дви-
жения нагрузки ведет к увеличению прогибов земной поверхности. С уменьше-
нием T прогибы уменьшаются и при T = π/4 м, то есть при T/h  0,4, они, как и 
другие компоненты НДС земной поверхности, практически равны нулю для 
всех рассматриваемых скоростей нагрузки. В этом случае толщина окружаю-
щего обделку динамически активного слоя массива приблизительно равна 
R1 = h/2. При дальнейшем уменьшении T, толщина динамически активного слоя 
становится меньше. Таким образом, в случае T/h < 0,4 для расчета рассматрива-
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емого тоннеля на данную нагрузку можно использовать более простую его рас-
четную модель – трехслойную оболочку в упругом пространстве. Подобная 
расчетная модель тоннеля обычно принимается при его глубоком заложении. 
 
Таблица 1. Максимальные прогибы 

xu  земной поверхности  

c, м/с 
T, м 

2π π π/2 π/4 π/8 

xu , м 

100 0,2200 0,0799 0,0093 0,0001 0,0000 
400 0,2343 0,0894 0,0113 0,0002 0,0000 
600 0,2584 0,1058 0,0149 0,0003 0,0000 
800 0,3038 0,1398 0,0235 0,0005 0,0000 

 
В таблицах 2, 3 приведены результаты расчетов НДС породного массива 

на контуре поперечного сечения выработки (η=0, r=R1) по двум расчетным мо-
делям (РМ) тоннеля: 1 – трехслойная оболочка в упругом полупространстве, 2 – 
трехслойная оболочка в упругом пространстве. Данные таблицы 2 получены в 
случае движущейся со скоростью c=800 м/с нагрузки с периодом T=π/8 м, дан-
ные таблицы 3 – в случае движущейся со скоростью c=100 м/с нагрузки с пери-
одом T=2π м. В таблицах приняты следующие обозначения: Arr Puu  , м, 

Arrrr P/ , AP  , AP  .  
 
Таблица 2. Компоненты НДС породного массива на контуре поперечного сечения выработки 
(c=800 м/с, T=π/8 м) 

РМ Комп. 
НДС 

, град. 
0 30 60 90 120 150 180 

1 

u
r
 0,013 0,013 0,013 0,013 0,013 0,013 0,013 

σ
rr -0,276 -0,276 -0,276 -0,276 -0,276 -0,276 -0,276 

σ
θθ

 -0,042 -0,042 -0,042 -0,042 -0,042 -0,042 -0,042 
σ

ηη
 0,007 0,007 0,007 0,007 0,007 0,007 0,007 

2 

u
r
 0,013 0,013 0,013 0,013 0,013 0,013 0,013 

σ
rr -0,276 -0,276 -0,276 -0,276 -0,276 -0,276 -0,276 

σ
θθ

 -0,042 -0,042 -0,042 -0,042 -0,042 -0,042 -0,042 
σ

ηη
 0,007 0,007 0,007 0,007 0,007 0,007 0,007 

 
Как видно из таблицы 2, даже при относительно близкой скорости дви-

жения нагрузки с данным периодом к скорости рэлеевской волны, отличия в 
значениях компонент НДС исследуемого контура, полученных при использова-
нии различных расчетных моделей тоннеля, отсутствуют.  

Из анализа приведенных в таблице 3 результатов расчетов следует, что 
даже при относительно низких скоростях движения нагрузки, отличия в значе-
ниях сравниваемых выше компонент НДС массива довольно существенны. 
С увеличением скорости движения нагрузки эта тенденция усиливается. 
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Таблица 3. Компоненты НДС породного массива на контуре поперечного сечения выработки 
(c=100 м/с, T=2π м)  

РМ Комп. 
НДС 

, град. 
0 30 60 90 120 150 180 

1 

u
r
 0,328 0,289 0,226 0,194 0,192 0,200 0,203 

σ
rr -0,577 -0,547 -0,505 -0,511 -0,554 -0,580 -0,581 

σ
θθ

 0,463 0,404 0,363 0,361 0,348 0,337 0,319 
σ

ηη
 -0,218 -0,228 -0,228 -0,221 -0,224 -0,224 -0,226 

2 

u
r
 0,209 0,209 0,209 0,209 0,209 0,209 0,209 

σ
rr -0,574 -0,574 -0,574 -0,574 -0,574 -0,574 -0,574 

σ
θθ

 0,312 0,312 0,312 0,312 0,312 0,312 0,312 
σ

ηη
 -0,219 -0,219 -0,219 -0,219 -0,219 -0,219 -0,219 

 
Выводы 
С уменьшением скорости движения или периода нагрузки эффект ее ди-

намического воздействия на породный массив снижается. Изменение скорости 
движения нагрузки не оказывает столь сильного влияния на НДС породного 
массива, как изменение ее периода. 
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Жүктеме әсер ету мәселесін шешу негізінде тау массасының кернеу-деформациялық 

күйінде үш қабатты болат-бетонды төсенішпен нығайтылған таяз туннельде қозғалатын 
синусоидалы жүктеме жылдамдығы мен периодына сандық талдау жасалды. Серпімді 
жартылай кеңістіктегі үш қабатты дөңгелек цилиндрлік қабықшаға қозғалатын периодты. 
Есептеу нәтижелерін талдау нәтижесінде қозғалыс жылдамдығының немесе жүктеме 
кезеңінің азаюымен оның массивке динамикалық әрекетінің әсері азаяды. 

Түйін сөздер: тоннель, үшқабат қабықша, жылжымалы периодты жүктеме, кернеу-
деформациялық күйі.  

 
Based on the solution of the problem of the action of a moving periodic load on a three-layer 

circular cylindrical shell in an elastic half-space, a numerical analysis of the influence of the speed or 
period of a sinusoidal load moving in a shallow tunnel supported by a three-layer steel-concrete lining 
on the stress-strain state of a rock mass is carried out. From the analysis of the calculation results, it 
follows that a decrease in the speed of movement and the load period reduces the effect of its dynamic 
action on the array.  

Key words: tunnel, three-layered shell, periodic moving load, tense-deformed condition.  
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