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УДК 624.195:539.3

В. Н. УКРАИНЕЦ1, Ж. О. ОТАРБАЕВ2, С. Р. ГИРНИС1

1Павлодарский государственный университет им. С. Торайгырова
2Казахский национальный исследовательский технический университет

им. К. И. Сатпаева

ВЛИЯНИЕ СКОРОСТИ БЕГУЩЕЙ В ПОДКРЕПЛЕННОМ ТРЕХСЛОЙНОЙ 
ОБДЕЛКОЙ ТОННЕЛЕ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ НАГРУЗКИ НА РЕАКЦИЮ 

ОКРУЖАЮЩЕГО МАССИВА 

На основе решения задачи о действии движущейся с постоянной скоростью периодической 
нагрузки на трехслойную оболочку в упругом пространстве исследуется влияние скорости движе-
ния в подкрепленном трехслойной обделкой тоннеле глубокого заложения периодической нагрузки 
на напряженно-деформированное состояние окружающего массива. 

Ключевые слова: тоннель, трехслойная оболочка, подвижная периодическая нагрузка, 
напряженно-деформированное состояние.

Серпімді кеңістікте үшқабатты қабықшаға тұрақты жылдамдықпен жылжыйтын пери-
одты жүктеме әрекеті туралы есептің шешімі негізінде үшқабат қаптамасымен күшейтілген 
терең орналасқан тоннельде қоршаған массивтің кернеу-деформациялық күйіне периодты 
жүктеме жылдамдығының әрекеті зерттеленді. 

Кілттік сөздер: тоннель, үшқабат қабықша, жылжымалы периодты жүктеме, кернеу-
деформациялық күйі. 

The influence of velocity of the three-layer reinforcement in the tunnel lining deep foundations periodic 
load on the stress-strain state surrounding the array by solving the problem of the action of moving with 
constant velocity periodic loads on the three-layer casing in an elastic space.

Keywords: tunnel, three-layer reinforcement, floating periodic load, stress-strain state.

Задачи о действии подвижной осесимметричной нормальной нагрузки на тонко-
стенную и толстостенную круговую цилиндрическую оболочку в упругом простран-
стве рассматривались в статьях [1,2]. Эти задачи являются модельными при иссле-
довании динамики подкрепленных однородной цилиндрической обделкой тоннелей 
глубокого заложения при действии транспортной нагрузки. Однако использование 
такой модели подземного сооружения может быть ограничено при применении в 
практике строительства трехслойных (например, сталебетонных [3]) цилиндрических 
обделок.

Механика и машиностроение
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1. Постановка и решение задачи. Рассмотрим цилиндрическую полость радиу-
сом R1 в бесконечной, линейно-упругой, однородной и изотропной среде. Полость 
подкреплена трехслойной круговой оболочкой, средним слоем которой является тол-
стостенная оболочка (заполнитель), а внешние слои (обшивка) представляют собой 
тонкостенные оболочки. Контакт между слоями оболочки и окружающим её масси-
вом полагаем жёстким. В силу малости толщины составляющих обшивку оболочек 
будем считать, что они контактируют с заполнителем и массивом вдоль срединных 
поверхностей. Обозначим толщину внешней оболочки обшивки h01 при радиусе кри-
визны её срединной поверхности R1, а толщину внутренней оболочки обшивки – h02 
с радиусом кривизны срединной поверхности R2. По внутренней поверхности слои-
стой оболочки в направлении её оси z с постоянной скоростью c (меньшей, чем ско-
рости распространения волн сдвига в заполнителе и окружающем массиве) движется 
нагрузка P. 

Исследуем реакцию упругого пространства в связанной с нагрузкой подвижной 
цилиндрической системе координат ( , , )r z ctθ η = −  на действие бегущей периодиче-
ской по η нагрузки P вида

                                   P p e p P ei
n

in

n

θ η θ θξη θ, , ,( ) = ( ) ( ) =
=−∞

∞

∑ 	                                    (1)

P p e p P e j rj j
i

j nj
in

n

θ η θ θ θ ηξη θ, , , , , ,( ) = ( ) ( ) = =
=−∞

∞

∑
где константа ξ определяет период T = 2π/ξ действующей нагрузки; Pj θ η,( )   – сос-
тавляющие интенсивности нагрузки P θ η,( ) .

Для описания движения оболочек обшивки воспользуемся классическими урав-
нениями теории тонких оболочек:
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где для внешней оболочки обшивки k = 1 , для внутренней – k = 2; u0ηk, u0θk, u0rk – 
перемещения точек срединных поверхностей оболочек обшивки в направлении осей 
подвижной цилиндрической системы координат η, θ, r; ν0k, µ0k, ρ0k – соответственно 
коэффициенты Пуассона, модули сдвига и плотности материала оболочек обшивки; 
q jR rj r R2 2

2=
=

σ , q j rj r R1 2
1

=
=

σ , q jR rj r R1 1
1=

=
σ  – составляющие реакции заполнителя и 

среды; σrj2, σrj1 – соответственно компоненты тензора напряжений в заполнителе и 
среде (j = η,θ,r); qj2 = Pj (j = η,θ,r), Pη, Pθ, Pr – составляющие интенсивности подвижной 
нагрузки P;  ∇2  – оператор Лапласа.

Для описания движения заполнителя и окружающей среды используем динамиче-
ские уравнения теории упругости:

                        
1 1 1 1 22 2 2
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Здесь и в дальнейшем индекс k = 1 относится к среде, а k = 2 – к заполнителю;  
M c c M c cpk pk sk sk= =/ , / – числа Маха; cpk k k k= +( )λ µ ρ2 , csk k k= µ ρ   – скоро-
сти распространения волн расширения – сжатия и сдвига в среде и внешнем слое 
оболочки; λ µ ν νk k k k= −2 1 2/( ), mk – модули сдвига; nk – коэффициенты Пуассона;  rk – 
плотности; uk – векторы смещений точек упругого пространства и заполнителя.

Выражая uk через потенциалы Ламе

                          u e ek k k k k= + ( ) + ( ) =grad rot rot rot , ,ϕ ϕ ϕη η1 2 3 1 2,              	          (4)

преобразуем уравнения (3) к виду
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= =2 2
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jkM j k, , , , , ,	                       (5)

где M M M M Mk pk k k sk1 2 3= = =, .
Выразим компоненты напряжённо-деформированного состояния (НДС) массива 

и заполнителя через потенциалы ϕjk.
Компоненты вектора uk (4):
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Используя закон Гука и соотношения (6), получаем выражения для компонентов 
тензора напряжений:
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Потенциалы ϕjk будем искать в виде

                                               ϕ θ η θ ξη
jk jk

ir r e, , ,( ) = ( )Φ .	                                     (8)

Подставляя выражение (8) в (5), получаем 

                                       ∇ − = = =2
2 2 2 0 1 2 3 1 2Φ Φjk jk jkm j kξ , , , , , , 	                        (9)

где m M m m m m mjk jk k pk k k sk
2 2

1 2 31= − ≡ = ≡, , , ∇2
2  – двумерный оператор Лапласа.

В дозвуковом случае Msk < 1 (m2k = m3k = msk > 0, k = 1, 2), и мы приходим к извест-
ным решениям уравнений (9):

 для массива

                                           Φ j nj n j
in

n

a K k r e1 1= ( )
=−∞

∞

∑ θ ;	                                            (10 а)

для заполнителя

                             Φ j nj n j nj n j
in

n

a K k r a I k r e2 3 2 6 2= +( )+ +
=−∞

∞

∑ ( ) ( ) θ .	                  (10 б)

Здесь I kr K krn n( ), ( )  – функции Бесселя первого и второго рода от мнимого ар-
гумента, k mj j1 1= ξ , k mj j2 2= ξ , j = 1,2,3; a an n1 9,...,  – неизвестные коэффициенты, 
подлежащие определению.

Украинец В. Н. и др. Влияние скорости бегущей в подкрепленном трехслойной обделкой ...
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Подставляя формулу (10 а) с учётом выражения (8) в (6), (7), получаем формулы 
для вычислений компонентов напряженно-деформированного состояния массива:
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Аналогично подставляя формулу (10 б) в уравнения (6), (7), получаем формулы 
для вычислений компонентов напряженно-деформированного состояния заполните-
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В установившемся состоянии зависимость всех величин от η имеет вид (1), поэтому
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Подставляя выражения (1) и (13) в формулу (2), для n-го члена разложения по-
лучаем:
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для qnjk и  qnjRk
 индекс j = 1 соответствует индексу η,  j = 2 – θ,  j = 3 – r. 

Для определения при фиксированном n девяти неизвестных коэффициентов 
a an n1 9,...,  воспользуемся следующими граничными условиями: 

при r R= 1      u uj j1 2= , u uj j1 0 1= ,

при  r R= 2      u uj j2 0 2= ; j r= , ,θ η .

Приравнивая коэффициенты рядов при einθ, получаем бесконечную систему 
(n = 0, ±1, ±2,…) линейных алгебраических уравнений блочно-диагонального вида, 
которая имеет единственное решение, если ее определитель не равен нулю. В случае 
произвольной периодической по η нагрузки, разлагая ее в ряд Фурье, для каждой со-
ставляющей ряда получим вышерассмотренную задачу.

2.  Анализ результатов расчёта. Исследуем влияние скорости движения на-
грузки на напряженно-деформированное состояние массива. В качестве примера 
рассмотрим подкрепленный сталебетонной обделкой тоннель глубокого заложения 
в породном массиве с характеристиками ν1= 0,25, µ1= 4,0⋅109 Па, ρ1 = 2,6⋅103 кг/м3; 
cs1  =  1240,35  м/с [3]. Расчетные параметры: R2  =  2,5 м, R1  =  2,7 м, h01=h02=0,01 м; 
ν01=ν02=0,3, µ01=µ02=8,08⋅1010 Па, ρ01=ρ02=7,8⋅103 кг/м3; ν2=  0,2, µ2=  1,21⋅1010 Па, 
ρ2 = 2,5⋅103 кг/м3, cs2 = 2200 м/с. По внутренней поверхности обделки с постоянной 
скоростью c движется осесимметричная нормальная периодическая (T = 2π) нагрузка 
с амплитудой PA, оказывающая давление на поверхность обделки в области начала 
подвижной системы координат. Контакт между слоями оболочки и массивом полага-
ем жестким.

В таблице приведены значения компонентов напряженно-деформированного со-
стояния массива в плоскости η = 0 при разных скоростях движения нагрузки. В табли-
це приняты следующие обозначения: ur1

*= ur1µ1/PA (м), σθθ1
* = σθθ1/PA, σηη1

* = σηη1/PA. 
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Компоненты НДС массива в плоскости η = 0

c, м/с
ur1

* σθθ1
* σηη1

*

r/R1 r/R1 r/R1

1,0 3,0 1,0 3,0 1,0 3,0
200 0,423 0,004 0,123 0,001 -0,294 0,005
1000 0,668 0,029 0,312 0,006 -0,432 0,026

Таким образом, с увеличением скорости движения нагрузки значения компонен-
тов НДС массива в окрестности подкрепленной трехслойной оболочкой полости воз-
растают. С удалением от границы полости эффект динамического воздействия бе-
гущей нагрузки на массив снижается и при r/R1 = 3,0 становится практически мало 
существенным при любой из рассмотренных здесь скоростей движения нагрузки.
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